Quelques calculs de sommes de Gauss by Kahn, Bruno
ar
X
iv
:1
10
8.
28
18
v1
  [
ma
th.
NT
]  
13
 A
ug
 20
11
QUELQUES CALCULS DE SOMMES DE
GAUSS
par
Bruno Kahn
Re´sume´. — On remarque que l’action galoisienne sur les constantes
locales associe´es aux repre´sentations galoisiennes d’un corps local four-
nit des renseignements sur leur nature arithme´tique, permettant notam-
ment de borner leur ordre quand ce sont des racines de l’unite´. Elle
fournit aussi des renseignments sur l’effet des ope´rations d’Adams sur
ces constantes.
Abstract. — We observe that the Galois action on local constants
associated to Galois representations of a local field yields information on
their arithmetic nature, for example provides an upper bound to their
order when they are roots of unity. It also yields information on the effect
of Adams operations on these constants.
A` Paulo Ribenbo¨ım
Introduction
Les constantes locales, ou facteurs epsilon locaux, associe´s a` une repre´sentation
galoisienne complexe d’un corps local, ont e´te´ relativement peu e´tudie´s
pour eux-meˆmes. Rappelons qu’il s’agit d’une de´composition canonique
de la constante de l’e´quation fonctionnelle des fonctions L d’Artin en pro-
duits de facteurs locaux, ge´ne´ralisant la de´composition obtenue a` partir
de la the`se de Tate [14] dans le cas abe´lien.
Plus pre´cise´ment, si K est un corps global, la fonction L d’Artin
comple´te´e Λ(ρ, s) associe´e a` une repre´sentation complexe ρ du groupe
de Galois absolu de K admet (d’apre`s Artin et Brauer) un prolongement
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me´romorphe au plan complexe et une e´quation fonctionnelle de la forme
Λ(ρ, 1− s) = W (ρ)Λ(ρ∗, s)
ou` ρ∗ est la repre´sentation duale de ρ et W (ρ) est un nombre complexe
de module 1 [12, p. 14]. De plus W (ρ) ∈ Qab, la cloˆture cyclotomique de
Q.
Lorsque ρ est de degre´ 1, le corps de classes et la the`se de Tate donnent
une de´composition [14, p. 346]
(1) W (ρ) =
∏
v
W (ρv)
dans laquelle v de´crit l’ensemble des places de K et ρv est la restriction
de ρ au groupe de de´composition en v. Le nombre complexe W (ρv) ne
de´pend que de ρv, est de module 1 et vaut 1 si ρ est non ramifie´ en v.
Langlands a de´montre´ que la de´composition (1) s’e´tendait au cas non
abe´lien. Sa de´monstration, non publie´e, est re´sume´e dans un manus-
crit non publie´ de Helmut Koch [10]. Une autre de´monstration en a
e´te´ donne´e par Deligne [1] ; une variante de celle-ci apparaˆıt au §2 de
[15], qui me servira de re´fe´rence principale dans cette note. Dans le cas
de caracte´ristique positive, une troisie`me preuve est donne´e par Laumon
dans [11].
Rappelons que, si maintenant K est un corps local, la fonction ρ 7→
W (ρ) est caracte´rise´e par les axiomes suivants
(i) Additivite´ : W (ρ+ ρ′) =W (ρ)W (ρ′).
(ii) Inductivite´ en degre´ 0 : si L/K est une extension finie, et si ρ est un
caracte`re virtuel du groupe de Galois absolu GL, de degre´ 0, alors
W (IndGKGL ρ) = W (ρ).
(iii) Normalisation : Si deg ρ = 1, W (ρ) est donne´ par la formule de [14,
p. 322] via le corps de classes local.
Voici, a` ma connaissance, ce qui apparaˆıt dans la litte´rature sur les
nombres W (ρ) :
1. Une e´tude de´taille´e de W (ρ) est faite par Fro¨hlich dans [5] lorsque
ρ est mode´re´ment ramifie´e.
2. Si ρ est irre´ductible et sauvagement ramifie´e (c’est-a`-dire que l’ex-
posant de son conducteur d’Artin est > 1), W (ρ) est une racine de
l’unite´ [15, cor. 4]. Cela re´sulte du cas de degre´ 1, ou` le re´sultat est
duˆ a` Lamprecht et Dwork (ibid., cor. 1). Dans [6, 1.4], Ge´rardin et
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Kutzko donnent de ce cas particulier une preuve plus explicite que
celle figurant dans [15].
3. Si ρ est orthogonale, virtuelle de degre´ 0 et de de´terminant 1,
W (ρ)2 = 1 ; dans [2], Deligne donne la formule
W (ρ) = (−1)w2(ρ)
ou` w2(ρ) est la deuxie`me classe de Stiefel-Whitney de ρ.
4. Si ρ est symplectique, virtuelle de degre´ 0 et de de´terminant 1, on a
encoreW (ρ)2 = 1 ; le signe deW (ρ) est intimement lie´ a` la structure
de module galoisien de l’anneau des entiers de L, ou` ρ se factorise
par Gal(L/K) (Fro¨hlich, Taylor. . .voir par exemple [4]).
5. Dans [3], Deligne et Henniart e´tudient comment W (ρ) varie quand
on tord ρ par une repre´sentation pas trop ramifie´e. Ils posent aussi
une question relative a` la trivialite´ deW sur certains produits tenso-
riels de repre´sentations (question 4.10), et y re´pondent positivement
dans certains cas particuliers.
6. Dans [7], Henniart e´tend la version de Ge´rardin-Kutzko du the´ore`me
de Lamprecht et Dwork mentionne´ ci-dessus a` certaines repre´sentations
galoisiennes “sauvages homoge`nes”. Pour une telle repre´sentation ρ,
il obtient une de´composition du type
(2) W (ρ) ≡ detρ(gρ)−1G(gρ)deg ρ (mod µ)
ou` µ est le groupe des racines p-primaires de l’unite´ (p = caracte´ristique
re´siduelle), gρ est essentiellement un e´le´ment de K
∗ attache´ a` ρ
et G(gρ) est une somme de Gauss quadratique attache´e a` gρ. Par
convention G(gρ) = 1 si p = 2, et G(gρ) est une racine 4-ie`me de
l’unite´ si p > 2.
7. Dans [16] et [17], Volf re´soud affirmativement certains cas de [3,
qu. 4.10].
Dans cette note, je m’inte´resse principalement a` la partie p-primaire
de W (ρ), lorsque ce nombre est une racine de l’unite´, ou` p est la ca-
racte´ristique re´siduelle. L’observation centrale est tre`s simple : en e´tudiant
l’action de Gal(Qab/Q) sur W (ρ), on peut borner l’ordre de cette partie
p-primaire en fonction du corps de de´finition de ρ. Voir proposition 1 et
ses corollaires. Les calculs indiquent en fait que le comportement galoisien
est tre`s diffe´rent sur trois facteurs (canoniques ?) de W (ρ) ge´ne´ralisant
(2).
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Une premie`re version de ces re´sultats a e´te´ obtenue en 1986 [9]. Ils
ont ensuite e´te´ raffine´s au cours des anne´es 80/90, suivant notamment
des suggestions de Guy Henniart, mais je ne les ai jamais soumis a` pu-
blication. J’espe`re qu’il n’est pas trop tardif de le faire maintenant : je
remercie Claude Le´vesque pour son amicale insistance sur ce point. Ce
texte est plus ou moins le contenu des notes d’une se´rie d’expose´s que
j’ai faits a` l’Universite´ McMaster en 1989 ou 1991, avec des ajouts pour
p = 2.
Il est tentant de se demander si ces calculs e´clairent la question 4.10
de [3]. J’ai juge´ plus prudent de m’en abstenir ici, pour ne pas retarder
encore plus la re´daction.
Notations. — K est un corps local non archime´dien, de caracte´ristique
0 et de caracte´ristique re´siduelle p. Son corps re´siduel est Fq. Selon Lan-
glands et Deligne, on associe a` une repre´sentation complexe ρ du groupe
de Weil de K un facteur epsilon ε(ρ, ψ, dx, s), de´pendant e´galement d’un
caracte`re additif ψ de K, d’une mesure de Haar dx sur K et d’une va-
riable complexe s. Comme dans [15], on choisit pour ψ le caracte`re additif
standard :
ψK : K
TrK/Qp−−−−→ Qp −−−→ Qp/Zp −֒→Q/Z exp 2pii−−−−−−→ C∗
pour dx la mesure de Haar autoduale pour ψ, et on pose
W (ρ) = ε(ρ, ψK , dx, 1/2).
Ces normalisations semblent importantes au moins pour certains cal-
culs, notamment au §4.
Je ne conside´rerai que des repre´sentations galoisiennes, c’est-a`-dire se
prolongeant au groupe de Galois absolu de K : cela ne restreint pas vrai-
ment la ge´ne´ralite´ puisqu’une repre´sentation du groupe de Weil s’obtient
par torsion a` partir d’une repre´sentation galoisienne.
On note f(ρ) le conducteur de ρ et c(ρ) son exposant. On note Γ =
Gal(Qab/Q), κ : Γ
∼−→ Zˆ∗ le caracte`re cyclotomique et κp : Γ → Z∗p sa
composante p-primaire. On note E = Q(ρ) ⊂ Qab le corps engendre´ par
les valeurs du caracte`re de ρ et ΓE = Gal(Q
ab/E). Si a, b ∈ K∗, on note
(a, b) ∈ {±1} leur symbole de Hilbert.
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1. Remarques sur une racine 4-ie`me de l’unite´
Supposons p > 2. On peut se demander s’il existe une fonction ρ 7→
ι(ρ), a` valeurs dans les racines 4-ie`mes de l’unite´, co¨ıncidant avecG(gρ)
deg ρ
dans le cas de (2) et ve´rifiant les conditions (i) et (ii) de l’introduction. Je
n’e´tudierai pas ce proble`me ici, mais me contenterai de deux remarques :
Lemme 1. — a) Dans (2), on a
G(gρ)
2 deg ρ = (−1, f(ρ))
ou` f(ρ) de´signe un ge´ne´rateur quelconque du conducteur de ρ. Cette fonc-
tion ve´rifie les conditions (i) et (ii) de l’introduction.
b) Soit K0 un corps de nombres, et soit ρ une repre´sentation galoisienne
complexe de GK0. Pour toute place v de K0, notons ρv la restriction de
ρ au groupe de de´composition en v. Alors le produit∏
v finie impaire
(−1, f(ρv))v
ne de´pend pas que des composantes dyadiques et archime´diennes de ρ.
De´monstration. — a) re´sulte facilement de la de´finition de G(gρ) et de
gρ [7, §§2, 4]. La seconde affirmation est e´vidente.
Pour b), il suffit de donner un exemple. On prend K0 = Q ; soit l un
nombre premier impair, et soient p1, p2 deux nombres premiers ve´rifiant
(i) p1 ≡ p2 ≡ 1 (mod l) ;
(ii) l | pi − 1
di
, ou` di est l’ordre de 2 dans F
∗
pi
;
(iii) p1 ≡ 1 (mod 4), p2 ≡ −1 (mod 4).
Pour i = 1, 2, soit χi un caracte`re de Dirichlet (mod pi) d’ordre l :
leur existence est assure´e par (i). Comme l est impair, χ1 et χ2 sont
triviaux a` l’infini, et (ii) implique qu’ils sont aussi triviaux en 2. D’autre
part, (−1, f(χi))p = 1 si p 6= pi, et (iii) implique que (−1, f(χ1))p1 = 1,
(−1, f(χ2))p2 = −1.
Un exemple minimal est l = 3, p1 = 109, p2 = 31.
Le sens du lemme 1 a) est que l’obstruction a` e´tendre ρ 7→ G(gρ)deg ρ
dans le style de l’introduction disparaˆıt quand on l’e´le`ve au carre´. Le
lemme 1 b) sugge`re qu’on ne peut gue`re attendre une preuve d’existence
de cette extension par la me´thode de Deligne [1].
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Pour la suite je me contenterai d’une version de ι(ρ) au signe pre`s. Une
telle fonction est facile a` exhiber : on peut prendre
ι(ρ) = i(
N(f(ρ))−1
2 )
2
.
De´finition 1. — Si p > 2,
(3) W ∗(ρ) = ι(ρ)W (ρ).
Si p = 2, W ∗(ρ) = W (ρ).
L’inconve´nient de ce choix de ι(ρ) est qu’il est invariant par l’action de
Galois : ce n’est pas le cas de l’invariant G(gρ)
deg ρ de Henniart. On peut
espe´rer qu’une re´ponse positive a` la question ci-dessus permettrait de se
de´barrasser comple`tement des de´sagre´ables symboles de Hilbert polluant
les formules ci-dessous.
2. Action galoisienne sur W ∗(ρ)
Toute repre´sentation galoisienne complexe ρ est de´finie sur un corps
cyclotomique ; le groupe de Galois Γ = Gal(Qab/Q) ope`re donc sur [le
caracte`re de] ρ, ainsi que sur W (ρ) ∈ Qab.
Si p est un nombre premier impair, posons p∗ = (−1) p−12 p, de sorte
que Q(
√
p∗) ⊂ Q(µp). Si p = 2, posons p∗ = p : on a Q(
√
2) ⊂ Q(µ8).
Le lemme suivant se ve´rifie facilement (pour p = 2, utiliser la relation
(2,−1) = 1) :
Lemme 2. — Pour tout nombre premier p et tout σ ∈ Γ, on a
√
p∗
σ−1
= (p, κp(σ))
(symbole de Hilbert calcule´ dans Qp).
On en de´duit :
Proposition 1. — Soit σ ∈ Γ. Alors
W ∗(ρ)σ =W ∗(ρσ) detρ(κp(σ))
σ(N f(ρ), κp(σ))
ou` κp(σ) ∈ Z∗p est le caracte`re p-cyclotomique de σ et detρ est la repre´sentation
de´terminant de ρ, vue comme caracte`re multiplicatif via le corps de classes
local.
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De´monstration. — C’est une reformulation du the´ore`me de Fro¨hlich [12,
p. 43, cor. 5.2]. Avoir remplace´ W (ρ) par W ∗(ρ) donne une formule
le´ge`rement plus propre.
Corollaire 1. — Soit E ⊂ Qab le corps engendre´ par les valeurs du ca-
racte`re de ρ. Notons pn le nombre exact de racines p-primaires de l’unite´
contenues dans E.
a) Si p > 2 et n > 0, W ∗(ρ) ∈ µpn+1E∗.
b) Si p > 2 et n = 0, W ∗(ρ) ∈ E(µp)∗ et W ∗(ρ)2d ∈ E∗, ou` d =
pgcd(|µp−1 ∩ E|, [E(µp) : E]).
c) Si p = 2 et n ≥ 2, W ∗(ρ) ∈ µ2n+2E∗.
d) Si p = 2 et n = 1, W ∗(ρ) ∈ E(µ8)∗ et W ∗(ρ)2 ∈ E∗.
De´monstration. — Soit σ ∈ ΓE := Gal(Qab/E). Comme detρ prend ses
valeurs dans E, on a :
W ∗(ρ)σ−1 = detρ(κp(σ))(N f(ρ), κp(σ)).
a) L’hypothe`se implique que κp(σ) ≡ 1 (mod pn).
Si p > 2, κp(σ) est un carre´ et le symbole de Hilbert vaut 1. De
plus, detρ(κp(σ)) ∈ µp : en effet detρ(1 + pZp) ⊂ µpn et 1 + pnZp =
(1 + pZp)
pn−1. On trouve donc que W ∗(ρ)σ−1 ∈ µp, et W ∗(ρ)σ−1 = 1 si
κp(σ) ∈ 1 + pn+1Zp. Il en re´sulte que W ∗(ρ) ∈ E(µpn+1) et W ∗(ρ)p ∈ E,
donc que W ∗(ρ) ∈ µpn+1E∗.
b) On a detρ(u) = 1 et (p, u) = 1 si u ∈ 1 + pZp : ceci montre que
W ∗(ρ) ∈ E(µp). Posons maintenant d1 = |µp−1 ∩ E|, d2 = [E(µp) : E]
et d = pgcd(d1, d2). Alors detρ(κp(σ)) ∈ µd pour tout σ ∈ ΓE , puisque
σd2 ∈ ΓE(µp). De plus, on voit que W ∗(ρ)d ∈ E si d est pair et W ∗(ρ)2d ∈
E si d est impair.
c) Si p = 2, le raisonnement de a) reste valable tant que n ≥ 3
((Z∗2)
2n−2 = 1 + 2nZ2 ⇒ det ρ(1 + 2nZ2) ⊂ µ4), et meˆme pour n = 2
(alors det ρ(u) ∈ µ4 pour tout u ∈ Z∗2).
d) Meˆme calcul que pre´ce´demment.
Corollaire 2. — Gardons les notations du corollaire 1, et supposons
que detρ soit trivial. Alors W
∗(ρ) ∈ E∗, sauf si
(i) p > 2, n = 0 et N f(ρ) n’est pas un carre´ ; alors W ∗(ρ) ∈ √p∗E∗.
(ii) p = 2, n = 2 et N f(ρ) n’est pas un carre´ ; alors W ∗(ρ) ∈ µ8E∗.
(iii) p = 2, n = 1.
De´monstration. — On reprend la de´monstration du corollaire 1.
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Remarque 1. — Supposons ρ somme de repre´sentations homoge`nes au
sens de [7, §4]. Si p > 2, on a ne´cessairement n > 0 : en effet, la restriction
d’une composante irre´ductible au dernier saut de ramification est une
somme de caracte`res de degre´ 1, tous e´gaux entre eux, sur un p-groupe
(loc.cit.). Lorsque p = 2 il existe des caracte`res quadratiques sauvages,
par exemple pour K = Q2 celui donne´ par l’extension K(
√
2)/K.
Corollaire 3. — Gardons les notations du corollaire 1, et supposons
que W ∗(ρ) soit une racine de l’unite´. Soit m le nombre de racines de
l’unite´ de E. Alors
W ∗(ρ)m =


1 si p ∤ m
detρ(1 +m) si p est impair et p | m
detρ(1 +m) si p = 2 et 8 | m
detρ(1 +m)(−1)v2(N f(ρ)) si p = 2 et 8 ∤ m.
De´monstration. — Supposons d’abord p > 2. D’apre`s le corollaire 1 a)
et b), on a W ∗(ρ) ∈ µpm.
Si p ∤ m, on a aussi W ∗(ρ)2d ∈ µm, ou` 2d est premier a` p. Donc
W ∗(ρ) ∈ µm, d’ou` l’e´nonce´.
Supposons p | m. L’image de κ(ΓE) dans (Z/m)∗ (resp. dans (Z/pm)∗)
est triviale (resp. non triviale) puisque µm ⊂ E (resp. µpm 6⊂ E). Comme
Ker ((Z/pm)∗ → (Z/m)∗) est cyclique d’ordre p engendre´ par 1 +m, on
peut choisir σ ∈ ΓE tel que W ∗(ρ)σ = W ∗(ρ)1+m et κp(σ) = 1 +m. En
particulier κp(σ) ≡ 1 (mod p), donc κp(σ) est un carre´. Alors l’e´nonce´
de´coule de la proposition 1.
Supposons maintenant p = 2. On peut encore choisir σ comme ci-
dessus. D’apre`s le corollaire 1 a), c) et d), on a W ∗(ρ) ∈ µ4m. Soit n =
v2(m). Si n ≥ 3, 1+m ≡ 1 (mod 8) est un carre´ dans Q2, donc le meˆme
calcul que ci-dessus est valable. Si n = 2 (resp. n = 1), 1+m ≡ 5 (mod 8)
(resp. 1 + m ≡ 3 (mod 8)) : dans les deux cas on a (N f(ρ), 1 + m)2 =
(−1)v2(N f(ρ)), d’ou` la formule dans ces cas.
3. Ope´rations d’Adams
3.1. Rappel. — Soit G un groupe fini, et notons R(G) l’anneau des
repre´sentations complexes de G. Si ρ ∈ R(G) est de caracte`re χ et si
k ∈ Z, on note Ψkχ la fonction centrale de´finie par
Ψkχ(g) = χ(gk).
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On de´montre (par exemple [13, §9.1, ex. 3]) que c’est le caracte`re d’une
repre´sentation, note´e Ψkρ.
Supposons maintenant k premier a` l’ordre de G. Alors Ψk ne de´pend
que de k modulo e, ou` e est l’exposant de G. On obtient ainsi une action
de (Z/e)∗ sur R(G).
D’autre part, les caracte`res de G prennent leurs valeurs dans F =
Q(µe). On a donc aussi une action de Gal(F/Q) sur R(G), et
Lemme 3. — Soit κ : Gal(F/Q)
∼−→ (Z/e)∗ le caracte`re cyclotomique.
Pour tout ρ ∈ R(G) et tout σ ∈ Gal(F/Q), on a ρσ = Ψκ(σ)ρ.
Ceci montre que Ψkρ ne de´pend que de l’image de k dans Zˆ∗/κ(ΓE),
ou` E = Q(ρ).
3.2. Action des ope´rations d’Adams sur les constantes locales.
— En combinant le lemme 3 et la proposition 1, on obtient :
Proposition 2. — Soit ρ une repre´sentation galoisienne complexe de
K. Soit L/K une extension finie galoisienne par laquelle se factorise ρ,
et soit k un entier premier a` d = [L : K]. Notons dp la plus grande
puissance de p divisant d. Alors
W ∗(Ψkρ) =W ∗(ρ)σ detρ(kp)
−k(N f(ρ), kp)
ou` σ ∈ Gal(Q(µd)/Q) est un e´le´ment de caracte`re cyclotomique congru
a` k modulo d, et kp est la projection de k dans (Z/dp)
∗.
On en de´duit le corollaire suivant, qui pre´cise le corollaire 3 :
Corollaire 4. — Gardons les notations de la proposition 2 et supposons
que W ∗(ρ) soit une racine de l’unite´. Si k est premier a` pd (en particulier
si p divise d), on a
W ∗(Ψkρ) = W ∗(ρ)k detρ(kp)
−k(N f(ρ), kp).
En particulier, si k ∈ κ(ΓE), on a
W ∗(ρ)k−1 = detρ(kp)(N f(ρ), kp).
Voici un exemple amusant :
Corollaire 5. — Dans le corollaire 4, supposons que µp ⊂ E mais
µp2 6⊂ E (par exemple que ρ soit un caracte`re d’ordre p). Alors
W ∗(Ψkρ) = W ∗(ρ)k
p
(N f(ρ), kp).
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De´monstration. — L’hypothe`se signifie que κp(ΓE) = 1+ pZp. En parti-
culier kp−1p ∈ κp(ΓE) et d’apre`s la seconde formule du corollaire 4 :
detρ(kp) = detρ(kp)
1−p = detρ(k
p−1
p )
−1 =
(
W ∗(ρ)k
p−1
−1
)
−1
.
En reportant dans la premie`re formule du corollaire 4, on trouve
W ∗(Ψkρ) = W ∗(ρ)k
(
W ∗(ρ)k
p−1
−1
)k
(N f(ρ), kp)
=W ∗(ρ)k
p
(N f(ρ), kp).
Remarque 2. — Si ρ est un caracte`re d’ordre p, la formule du corollaire
5 s’e´tend aux valeurs de k divisibles par p graˆce au corollaire 3 (en posant
kp = 1). Ce genre de formule ne semble pas se ge´ne´raliser a` des caracte`res
d’ordre p2 (voir proposition 3).
Dans le nume´ro suivant on dira quelque chose sur l’action d’une ope´ration
d’Adams Ψk lorsque k divise l’ordre d’un groupe de de´finition de ρ dans
le cas ou` p > 2 et K est absolument non ramifie´, cf. corollaire 6.
4. Exemple : caracte`res logarithmiques
Dans [6], une exponentielle tronque´e pointe le bout du nez (pour p =
2) ; elle apparaˆıt explicitement dans [3] pour des raisons diffe´rentes. Nous
allons utiliser ici un “vrai” logarithme.
Soient U le groupe des unite´s de K et U1 le groupe des unite´s prin-
cipales. Rappelons que la fonction logarithme converge sur U1 et de´finit
un homomorphisme continu
log : U1 → K
de noyau les racines p-primaires de l’unite´. Il est habituel (Iwasawa) de
prolonger log en un homomorphisme sur K∗ tout entier comme suit :
– log ζ = 0 si ζ est une racine de l’unite´ (cette condition est ne´cessai-
re) ;
– Soit x ∈ K∗. Si e est l’indice de ramification absolu de K, on a
xe = pnu avec u ∈ U et n ∈ Z. Alors log x = 1
e
log u.
De´finition 2. — Soit α ∈ K. Pour x ∈ K∗, on note
χα(x) = ψK(α log x).
C’est le caracte`re logarithmique attache´ a` α.
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Tout caracte`re logarithmique est trivial sur les racines de l’unite´ et les
puissances fractionnaires de p, et prend des valeurs p-primaires. Re´ciproquement :
Lemme 4. — L’homomorphisme
K → Hom(K∗/(µ(K) + 〈p〉Q ∩K∗), µp∞(C))
α 7→ χα
est surjectif.
De´monstration. — C’est clair par dualite´ additive, puisque l’image de
log est un sous-groupe ouvert de K.
Malheureusement le noyau de α 7→ χα de´pend fortement de la rami-
fication absolue de K. De meˆme il est difficile d’e´valuer le conducteur
de χα en ge´ne´ral. Pour ces raisons, je me limite maintenant au cas ou`
K/Qp est non ramifie´.
(1) On a alors un re´sultat assez agre´able (en tout
cas pour p > 2) :
Proposition 3. — Supposons K non ramifie´ sur Qp.
a) Pour α ∈ K on a χα = 1 ⇐⇒ |2α| ≤ p. Si |2α| > p, χα est de
conducteur (α−1) et d’ordre |2α|/p.
b) Si p > 2, on a :
W (χα) = G(α)ψK(α(1− logα))
ou` G(α) est la somme de Gauss quadratique normalise´e de [6, p. 352]
(racine 4-ie`me de l’unite´).
b) Si p = 2 et v(α) est impair, on a
W (χα) = G(χα)ψK(α(1− logα))
ou` G(χα) est la somme de Gauss quadratique normalise´e de [6, p. 352]
(racine 8-ie`me de l’unite´). Si v(α) est pair et ≤ −6, on a
W (χα) = ψK(α(1− logα)− 2n−3α2F−1−1)
ou` F est l’automorphisme de Frobenius absolu de K. (Voir la de´mons-
tration pour une formule dans le cas v(α) = −4.)
1. Cette restriction n’est peut-eˆtre pas trop de´raisonnable : e´tant donne´ la proprie´te´
d’inductivite´ de W , il suffit en fait d’e´tudier ces constantes dans le cas particulier
K = Qp. C’est aussi raisonnable d’un point de vue motivique.
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De´monstration. — a) de´coule du fait que logK∗ = 2pOK et que v(log(1+
x)) = v(x) si v(x) > e
p−1
ou` e est l’indice de ramification absolu (ici,
e = 1). Pour b) et c), on utilise la formule de [6, 1.4]
W (χα) = G(χα)χα(d)ψK(d
−1)
pour un d ∈ K tel que
χα(1 + x) = ψK(d
−1x)
pour tout x tel que v(x) ≥ c − [c/2], ou` c = v(f(χα)) et G(χα) est une
racine 4-ie`me ou 8-ie`me de l’unite´, valant 1 pour c pair (cf. [15, prop.
1]). Si p > 2, G(χα) ne de´pend que de d [6, p. 352].
Pour p > 2, on voit tout de suite que d−1 = α convient, et la for-
mule re´sulte alors de la de´finition de χα. Pour p = 2, on s’inte´resse a`
ψK(α log(1 + x)). E´crivons α = a/2
n avec a ∈ U et n ≥ 3 (voir a)), d’ou`
c = n. Pour v(x) ≥ n− [n/2] on a
log(1 + x) ≡ x− x2/2 (mod 2nOK)
et meˆme log(1 + x) ≡ x (mod 2nOK) si n est impair. Dans ce cas, on
peut choisir d−1 = α comme en b). Si n est pair, on e´crit x = 2n/2u ; alors
x2 = 2nu2, donc
ψK(α
x2
2
) = ψK(
a
2n
x2
2
) = ψK(
a
2
u2) = ψK(
a
2
uF )
= ψK(
aF
−1
2
u) = ψK(
aF
−1
2n/2+1
x) = ψK(2
n/2−1αF
−1
x)
donc on peut choisir d−1 = α− 2n/2−1αF−1, d’ou`
χα(d)ψK(d
−1) = ψK(−α log(α− 2n/2−1αF−1) + α− 2n/2−1αF−1).
Supposons maintenant n ≥ 6. Alors on peut e´crire
log(α− 2n/2−1αF−1) = logα + log(1− 2n/2−1αF−1−1)
≡ logα− 2n/2−1αF−1−1 − 2n−3α2(F−1−1) (mod 2nOK)
d’ou`
χα(d)ψK(d
−1) = ψK(−α(1− logα)− 2n−3α2F−1−1)
comme souhaite´.
Supposons p > 2. Comme K ne contient pas de racines p-ie`mes de
l’unite´, tout caracte`re sauvage χ de K∗ s’e´crit de manie`re unique comme
produit d’un caracte`re mode´re´ment ramifie´ χ0 et d’un caracte`re χα. Ceci
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permet d’e´crire une formule explicite pourW (χ) a` partir de la proposition
3 : si χ = χ0χα, on trouve
W (χ) = χ0(α)W (χα) = χ0(α)G(α)ψK(α(1− logα))
cf. [15, p. 98 cor. 2].
AinsiW (χ) se de´compose canoniquement en produit de trois facteurs :
une racine de l’unite´ χ0(α), une racine 4-ie`me de l’unite´ G(α) et une ra-
cine p-primaire de l’unite´ ψK(α(1− logα)). Notons cette dernie`re Wp(χ).
Corollaire 6. — Si p > 2, on a
Wp(χ
p) = Wp(χ)
p
tant que χp est sauvage (c’est-a`-dire que χpα 6= 1).
Corollaire 7. — Soit p > 2.
a) Supposons α = a/p2, ou` a ∈ OK. Alors
Wp(χα) = ψK(
ap
p2
).
b) Pour a1, . . . , ap ∈ OK, on a
Wp((1− χa1/p2) . . . (1− χap/p2)) = ψK(
a1 . . . ap
p
).
c) Pour a1, . . . , ap+1 ∈ OK, on a Wp((1− χa1/p2) . . . (1− χap+1/p2)) = 1.
d) Supposons K = Qp. Pour tout n ≥ 2, on a Wp((1 − χ1/pn)pn−1) =
exp(2πi/p).
De´monstration. — a) La formule est vraie si a est divisible par p, puis-
qu’alors χα = 1. Sinon, e´crivons a = a0(1+pu), avec a
q−1
0 = 1 et u ∈ OK .
Alors logα = pu+ p2v avec v ∈ OK , et
Wp(χα) = ψK(
a0
p2
(1 + pu)(1− pu+ p2v)) = ψK(a0
p2
).
D’autre part a0 = a
q
0 ≡ aq (mod p2), donc a0p2 ≡ a
q
p2
(mod OK). Mais
soit F l’automorphisme de Frobenius de K. On a
ap ≡ aF (mod p)
d’ou`
ap
n+1 ≡ apnF (mod pn+1) ∀n ≥ 0
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donc
TrK/Qp(a
pn+1) ≡ TrK/Qp(ap
n
) (mod pn+1) ∀n ≥ 0
et par re´currence
TrK/Qp(a
q) ≡ TrK/Qp(ap) (mod p2)
d’ou` finalement
ψK(
a0
p2
) = ψK(
ap
p2
).
b) re´sulte imme´diatement de a) puisque la forme polaire de ap est
p!a1 . . . ap et que p! ≡ −1 (mod p) (the´ore`me de Wilson). c) re´sulte aussi
de a) (ou de b)).
Pour d), posons χ = χ1/pn . D’apre`s la proposition 3, on a
Wp(χ) = ψQp(1/p
n) = exp(2πi/pn).
On e´crit
(1− χ)pn−1 =
pn−1∑
i=0
(−1)i
(
pn−1
i
)
χi.
Pour i = 0 et i = pn−1 on a χi = 1, sinon χi 6= 1 ; de plus χpn−2 est
d’ordre p. Soient i ∈]0, pn−1[ et t = vp(i). Alors vp(
(
pn−1
i
)
) = n − 1 − t.
Posons i = pti0 et
(
pn−1
i
)
= pn−1−tu. Alors, en utilisant les corollaires 1
a), 5 et 6 :
Wp(
(
pn−1
i
)
χi) = Wp(χ
i)(
pn−1
i ) = Wp(χ
pti0)p
n+1−tu = Wp(χ
pn−2i0)pu
= Wp(χ
pn−2)i
p
0pu =Wp(χ
pn−2)i0pu = Wp(χ)
pti0pn−1−tu = Wp(χ)
i(p
n−1
i ).
Par conse´quent, Wp((1− χ)pn−1) = Wp(χ)A, avec
A =
pn−1−1∑
i=1
(−1)ii
(
pn−1
i
)
.
La somme
∑pn−1
i=1 (−1)ii
(
pn−1
i
)
est nulle, comme on le voit en prenant
la de´rive´e de (1−X)pn−1. Donc A = pn−1 et
Wp((1− χ)pn−1) =Wp(χ)pn−1 = exp(2πi/p).
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Remarque 3. — a) Le corollaire 6 devient faux pour p = 2, meˆme si
χ est de la forme χα (voir proposition 3 c)). Dans le corollaire 7 a),
le premier cas pour p = 2 serait n = 3. Les caracte`res χα sont alors
quadratiques, donc α 7→ W (χα) est une application quadratique d’apre`s
[15, p. 126, cor. 2]. J’ai donne´ une formule pour certains de ces caracte`res
quadratiques dans [8, th. 2], a` savoir
W (ρu) = i
TrK/Q2 (
u−1
2
2
)
pour u ∈ 1 + 2OK, ou` ρu(x) := (u, x) pour x ∈ K∗. Je renonce a` la
comparer a` celle de la proposition 3 c), a` commencer par de´terminer u
en fonction de α. . .
b) Le corollaire 7 a) donne aussi la formule suivante :
Wp((1− χa1/p2)(1− χa2/p2)) = ψK(p−1
(a1 + a2)
p − ap1 − ap2
p
)
ou` on reconnaˆıt la seconde composante du vecteur de Witt associe´ a`
a1 + a2 (mod p).
Pour n > 2, je ne sais pas si la fonction χ 7→ Wp(χ) est polynomiale
d’ordre pn−1 sur les caracte`res d’ordre ≤ pn−1 : c’est sugge´re´ par le co-
rollaire 7 d). Ceci est a` comparer avec le the´ore`me 4.15 de [3].
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